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Uberblick

Thema: Wahrscheinlichkeitsrechnung
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Uberblick

Allgemeine Bemerkungen: Abweichungen vom Buch.

e Kombinatorik wird nicht behandelt, insbesondere nicht die
Musteraufgaben (MA), die Kombinatorik verwenden (MA 5.4, 5.5, 5.7, 5.12,
5.14).

® Der Wahrscheinlichkeitsbegriff wird allgemeiner eingefihrt. Das Buch
beschrankt sich auf die statistische Wahrscheinlichkeit.

® Das Thema Zufallsvariablen wird ausfuhrlicher diskutiert. Insbesondere
die Besprechung der Konzepte von Erwartungswert und Varianz fallt
intensiver aus.

Die VO-Folien sollten fur das Verstandnis dieser Abweichungen/Erganzungen
ausreichen. Falls detailliertere Literatur bendétigt wird: Siehe bspw. Kapitel 8-9 in
Josef Schira (2003), Statistische Methoden der VWL und BWL, Pearson Studium.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung

Grundbegriffe
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Generelle Ziele

Gefiihl fiir Wahrscheinlichkeiten/Zufallsvorgange:

® Sind beim zweimaligen Werfen eines sechsseitigen Wirfels die
Augensummen 11 und 12 gleich wahrscheinlich, wie das Gottfried Wilhelm
Leibniz vermutete?
® \Welche Aussage ist wahrscheinlicher?
A: Mein Nachbar steht wochentags immer um 2.00 Uhr in der Nacht auf.
B: Mein Nachbar ist Backer und steht wochentags immer um 2.00 Uhr in der
Nacht auf.
® Beurteilung der Qualitat eines Tests: Ein AIDS-Test erkennt infizierte
Personen mit 99.9%iger Sicherheit. Bei lediglich 0.2% der gesunden
Menschen liefert der Test falschlicherweise ein positives Ergebnis. In den
Industrieldandern sind 0.1% der Bevolkerung infiziert. Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit, dass eine positiv getestete Person gesund ist?
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Generelle Ziele

Als Grundlage fiir weiterfithrende Vorlesungen:
® Ein Fondsmanager mochte das betreute Kapital auf mehrere Anlageformen
mit unterschiedlichen Risiken verteilen. Wie soll das Kapital aufgeteilt
werden?
® Eine Bank hat ein Portfolio von Krediten. Wie kann das damit verbundene
Verlustrisiko beurteilt werden?

Als Grundlage fiir die induktive Statistik:
® Grundlage der meisten statistischen Verfahren ist eine
wahrscheinlichkeitstheoretische Beschreibung der dahinter stehenden
zufalligen Vorgange.
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Grundbegriffe

Zufallsvorgang / Zufallsexperiment

Ein Zufallsvorgang bzw. Zufallsexperiment fihrt zu einem von mehreren,
sich gegenseitig ausschliefenden Ergebnissen.

Es ist vor der Durchfihrung ungewiss, welches Ergebnis tatsachlich eintreten
wird.

Musteraufgabe 5.3 - Werfen ein Wiirfels
Beschreiben Sie den Zufallsvorgang beim Werfen eines Warfels.
Losung: Der Zufallsvorgang besteht darin, dass ein Wirfel mit den Augenzahlen

1,2,...,6 geworfen wird. Vor dem Wurf weil man nicht, welche Augenzahl
eintritt.
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Grundbegriffe

Ergebnismenge / Ergebnisraum

Als Ergebnismenge bzw. Ergebnisraum €2 bezeichnet man die Menge aller
moglichen Ergebnisse eines Zufallsvorgangs.

Musteraufgabe 5.3 - Werfen ein Wiirfels
Geben Sie die Ergebnismenge an.

Losung:

Q=1{1,2,3,4,5,6}
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Grundbegriffe

Wir gehen im Folgenden zunachst von einer endlichen Anzahl von Ergebnissen
aus.
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Grundbegriffe

Musteraufgabe 5.3 - Werfen eines Wiirfels
Das Zufallsexperiment besteht darin, dass ein Wurfel mit den Augenzahlen
1,2,...,6 geworfen wird.

¢ Stellen Sie das Ereignis gerade Augenzahl durch eine Teilmenge der
Ergebnismenge dar.

Losung:
® Frgebnisraum: Augenzahlen 1,2, 3,4,5,6 sind moglich, d.h. Ergebnisraum
Q=1{1,2,3,4,5,6}.
® Ereignis gerade Augenzahl: A = {2,4,6}.
Weitere mogliche Ereignisse:

® Augenzahl groRer als 4: B = {5, 6}.
® Augenzahl 6: C = {6}.
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Grundbegriffe

Mathematische Beschreibung eines Zufallsvorgangs

Ein Zufallsvorgang wird mathematisch beschrieben durch Angabe der
Ergebnismenge und Zuweisung von Wahrscheinlichkeiten fur alle
interessierenden Ereignisse.

Musteraufgabe 5.3 - Werfen eines Wiirfels

Ordnen Sie jedem Elementarereignis der Ergebnismenge eine
Wahrscheinlichkeit zu.

Losung:
Wenn der Wurfel fair ist, dann gilt

PU{L) = P({2)) = = P({6}) = ¢
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Mathematische Beschreibung zufalliger Vorgange

Wahrscheinlichkeiten:
® Ordne jedem Ereignis A eine Wahrscheinlichkeit P(A) zwischen 0 und 1 zu.
P(A) = 0 bedeutet, dass das Ereignis nie eintritt.
P(A) = 1 bedeutet, dass das Ereignis sicher eintritt.
® |ntuitiv: Der Zufallsvorgang ist ausreichend genau beschrieben, wenn jedem
Elementarereignis eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet ist.
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Mathematische Beschreibung zufalliger Vorgange

Wahrscheinlichkeitsmafd

Sei Q = {w1,...,wn} ein endlicher Ergebnisraum.

Ein WahrscheinlichkeitsmaR ordnet jeder Teilmenge A von 2 eine
Wahrscheinlichkeit P(A) zu, so dass folgende Axiome von Kolmogorov erfillt
sind:

K1 Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis A eintritt, ist groer gleich Null,

d.h. P(A) > 0.

K2 Die Wahrscheinlichkeit, dass das sichere Ereignis eintritt ist eins, d.h.
P(Q) = 1.

K3 Falls A und B sich ausschlieRende (disjunkte) Ereignisse sind, d.h. ANB = (),
dann gilt

P(AUB) = P(A) + P(B).
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Mathematische Beschreibung zufalliger Vorgange

Kurzer Exkurs: Was sind Axiome?
® Axiome bilden das Rickgrat jeder mathematischen Disziplin.
e Axiome beinhalten Aussagen, die nicht begrindet oder bewiesen werden.

® Ausgehend von einem Axiomensystem werden dann aber alle weiteren
Aussagen bewiesen.

® Sinnvolle und konsistente Axiomensysteme zu postulieren gehort zu den
schwierigsten Aufgaben in der Mathematik.

® Von den Anfangen der (modernen) Wahrscheinlichkeitsrechnung im 17.
Jahrhundert (Briefwechsel von Blaise Pascal und Pierre de Fermat im Jahr
1654) dauerte es fast 300 Jahre, bis Kolmogorov im Jahr 1933 die
axiomatischen Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie begriindete.
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Mathematische Beschreibung zufalliger Vorgange

Frage: Wie kommt man zu Wahrscheinlichkeiten?

Antwort: Verschiedene Vorgehensweisen sind denkbar, nur die Axiome von
Kolmogorov mussen erfullt sein.

® Objektivistischer (statistischer) Wahrscheinlichkeitsbegriff
Héufigkeitsinterpretation: Die Wahrscheinlichkeit P(A) ist der Grenzwert der
relativen Haufigkeit f,(A) des Ereignisses A in n Wiederholungen.

P(A) = lim fa(A),

n—o0

(Vgl. Definition 5.8 im Buch.)

® Subjektiver Wahrscheinlichkeitsbegriff
Subjektive Bewertung von Wahrscheinlichkeiten, z.B. durch Experten.
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Laplace-Wahrscheinlichkeiten

Haufige Situation: Alle mdglichen Ergebnisse (Elementarereignisse) sind
gleich wahrscheinlich, d.h.

P({w,}):|—§12|,j:1,...,n

In diesem Fall sprechen wir von einem Laplace-Experiment.
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Grundbegriffe

Musteraufgabe - Wiirfelwurf
Ein Wirfel wird einmal geworfen.
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine gerade Augenzahl geworfen wird?
Losung: Ergebnismenge Q = {1,2,3,4,5,6}.
Annahme: Alle Augenzahlen haben die gleiche Wahrscheinlichkeit
(Laplace-Experiment)

— Pk = 5
far alle Augenzahlenk =1,--- 6.
Ereignis A = gerade Augenzahl = {2,4,6}

A3 1

pay— A2 _ 2
— PA=19"6"3
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Laplace-Wahrscheinlichkeiten

Beispiel: Leibniz Irrtum
Wie groB ist beim zweimaligen Werfen eines sechsseitigen Wuirfels die
Wahrscheinlichkeit far die Augensummen 11 und 127

Losung:
® Moglicher Ergebnisraum:

Q=1{23,4,...,12}.

Aber diese Ergebnisse sind nicht gleichwahrscheinlich.
e Alternativer Ergebnisraum:

Q=1{(1,1),(1,2),...,(6,6)}.

Q hat 36 mdgliche und gleichwahrscheinliche Ergebnisse.
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Laplace-Wahrscheinlichkeiten

2. Wirfel | 1 2 3 4 5 6
1. Wirfel
1 1,1 1,2 1,3 14 15 1,6
2 21 22 23 24 25 26
3 31 3,2 33 34 35 3,6
4 41 4,2 43 4,4 45 4,6
5 51 52 53 54 55 5,6
6 6,1 6,2 63 64 65 6,6

2026-S Mathematik — 7 — Wahrscheinlichkeitsrechnung

18/160



Laplace Wahrscheinlichkeiten

Augensumme Ergebnisse w Wahrscheinlichkeit
2 {(1,1)} 1/36
3 {(1,2),(2,1)} 2/36
4 {(1,3),(3,1),(2,2)} 3/36
5 {(1,4),(4,1),(2,3),(3,2)} 4/36
6 {(1,5),(5,1),(2,4),(4,2),(3,3)} 5/36
7 {(1,6),(6,1),(2,5),(5,2),(3,4),(4,3)} 6/36
8 {(2,6),(6,2),(3,5),(5,3),(4,4)} 5/36
9 {(3,6),(6,3),(4,5),(5,4)} 4/36
10 {(4,6),(6,4),(5,5)} 3/36
11 {(5,6),(6,5)} 2/36
12 {(6,6)} 1/36

Die Wahrscheinlichkeit fur die Augensumme 11 betragt damit 32—6 und die fur die
Augensumme 12 betrégt 3.
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Grundbegriffe

Musteraufgabe 5.5 - Wiirfelwurf

Ein Wurfel mit den Augenzahlen 1, 2,...,6 wird zweimal geworfen. Es sei X die
Augenzahl des ersten Wurfs, Y jene des zweiten Wurfs. Bestimmen Sie die
Wahrscheinlichkeit fir jene Teilmenge der Ergebnismenge, die dem Ereignis
{X+Y < 4} entspricht.

Losung:
Ergebnismenge mit gleichwahrscheinlichen Ergebnissen:

Q = {(1,1),(1,2),...,(6,6)}
EreignisA = {X+Y <4} =1{(1,1),(1,2),(2,1)}
Al 3 1

PA = _ = = —
() Q 36 12
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Grundbegriffe
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Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten
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Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Losung:
Es gilt A C B, also P(A) < P(B), wie man auch wie folgt sieht:

PA) = P({6}) = ¢, P(B)=P({2,4,6))= .
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Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Lésung:
Offenbar ist B C A, so dass gemaR Regel P(B) < P(A) gilt, entgegen der
Intuition vieler.
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Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Lésung:
P(mindestens Augensumme 3) = 1 — P(Augensumme 2)
_1- L
36
35

36
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Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten
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Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

AUB

Q

P(AUB)=P(A) +P(B)-P(ANB)
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Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten
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Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Losung: Betrachte die beiden Ereignisse

A = Regen am Samstag,
B = Regen am Sonntag.

Laut Angabe gilt
P(A)=0.7, P(B) = 0.7, P(ANB) =0.3.
Damit ist die Wahrscheinlichkeit fir Regen am Samstag oder am Sonntag:

P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB)
= 0.74+07-03=1.1.

Interpretation: Die Axiome von Kolmogorov sind verletzt! Die urspringlichen
Einschatzungen sind widersprichlich.
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Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten
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Wahrscheinlichkeitsrechnung

Kopplung von Ereignissen (Bedingte
Wahrscheinlichkeit)
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Beispiel: Wirfeln.
® Beim einmaligen Wurfeln ist die Wahrscheinlichkeit fir eine 6 gleich %.

® Fur das Ereignis A = Augenzahl 6 gilt also

® Betrachte das Ereignis B = Gerade Augenzahl. Wenn wir die
Zusatzinformation erhalten, dass eine gerade Augenzahl gewdurfelt wurde,
also das Ereignis B eingetreten ist, andert sich unsere Einschatzung fur die
Augenzahl 6.
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

® Wahrscheinlichkeiten sind proportional zur Flache.
® \Wenn B eingetreten, dann ist nur noch die Flache B relevant.
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Far
A = Augenzahl ist 6,
B = Gerade Augenzahl.
gilt also
PANB) &§ 1
P(A|B) = PANE) _ L=z
P(B) z 3

Beachte, dass P(B|A) # P(A|B), denn

pBlA) = (AT B) (ﬁ(;‘)B) _

oo
Il
=
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Seien A,B C Q und P(B) > 0. Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von A
unter B definiert als
P(ANB)

P(AIB) =~

Interpretation:

* Ereignis A, das mit Wahrscheinlichkeit P(A) eintritt.
Zusatzinformation: Ereignis B ist eingetreten.

e Wie grols ist nun die Wahrscheinlichkeit far das Eintreten von A, wenn das
Ereignis B bereits eingetreten ist?
(Welche Wahrscheinlichkeit hat A gegeben B?)

P(AN B)
P(B)

Produktformel: P(A|B) = = P(ANB) = P(A|B) P(B)
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Beispiel: AMDS-Test

Die Krankheit AMDS (Acute Mathematics Deficiency Syndrom) verhindert, dass
man ein Wirtschaftsstudium an der Universitat Innsbruck erfolgreich abschlieSen
kann. 5% aller Studierenden leiden an AMDS.

Es gibt einen Test, der diese Krankheit nachweisen kann: die Prifung im
Mathematik-Modul. Wer AMDS hat, wird mit 90%iger Sicherheit durchfallen — wer
es nicht hat, wird mit 90%iger Sicherheit bestehen.

Das Ungluck ist passiert: Ein Student ist in der Prifung durchgefallen. Sollte er
nun das Studium beenden?

Losung: Notation flir Ereignisse
A = AMDS (krank)
B = in Prifung durchfallen B

p
I

kein AMDS (gesund)
Prifung bestehen
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

P(A) = 0.05

P(ANB) = P(BJA)-P(A) = 0.9:-0.05 = 0.045
P(ANB) = P(BJA)-P(A) = 0.1-0.95 = 0.095
P(ANB) = P(B|A)-P(A) = 0.1-0.05 = 0.005
P(ANB) = P(BJA)-P(A) = 0.9-0.95 = 0.855
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Eintragen in Vierfeldertafel:

B B B B
A PANB) PANB) | P(A) A | 0.045 0.005 ] 0.05
A| P(ANB) PANB) | P(A) A | 0.095 0.855 | 0.95
P(B) P(B) 0.140 0.860 | 1
P(AIB) — P(ANB) _ 0.045 _ ., PAB) = PANB) _ 0095 _ ..
P(B) 0.14 P(B) 0.14

® Wenn also ein Studierender durchgefallen ist (d.h. gegeben B), betragt die
Wahrscheinlichkeit AMDS zu haben (A) 32.14%.

® Mit 67.86% ist aber die Wahrscheinlichkeit bei negativer Prafung (B) kein
AMDS (A) zu haben - und damit das Studium prinzipiell erfolgreich
absolvieren zu kdnnen - immer noch mehr als doppelt so hoch.
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Unser AMDS Problem war zwar ein kiinstliches Beispiel, aber:

® Die besprochene Problematik ist generell fir Eignungstests bzw. fir
diagnostische Tests dieselbe, wie zum Beispiel fir den zu Beginn
erwahnten AIDS-Test ELISA, auf den wir noch zuriickkommen werden.

® Die intuitiv angewandten Rechenregeln fir die (bedingten)

Wahrscheinlichkeiten sind ebenfalls allgemeingultig. Diese werden wir nun
im folgenden zusammenfassen und noch einmal erklaren.
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Bedingte Wahrscheinlichkeit
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Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit
Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit
Gegeben seien zwei Ereignisse A und B. Dann gilt:

P(B) = P(BNA)+ P(BNA) =P(B|A) - P(A) + P(BJA) - P(A).

Q

P(B)=P(BNA)+P(BNA)=P(B|A)-P(A) + P(B|A)-P(A)
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Satz von Bayes
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Satz von Bayes

Mit Hilfe des Satzes von Bayes I6sen wir nochmals das AMDS-Beispiel:

P(B|A) - P(A)

Lésung: P(A|B) = P(B|A) - P(A) + P(B|A) - P(A)

B 0.9-0.05
© 0.9-0.05+0.1-0.95

=0.3214

2026-S  Mathematik — 7 — Wahrscheinlichkeitsrechnung 43/160



Satz von Bayes

Beispiel: AIDS - Test

Der AIDS-Test ELISA erkennt einen mit HIV infizierten Patienten in 99.9% der
Falle. Umgekehrt klassifiziert der Test 99.8% der gesunden Menschen als
gesund. In den Industrielandern sind 0.1% der Bevodlkerung infiziert.

Wie grol8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine positiv getestete Person gesund
ist?

Losung: Notation flr die Ereignisse
A = Person nichtinfiziert A = Person infiziert

B = Testergebnis positiv. B = Testergebnis negativ
Aus der Angabe
P(A) = 0.001, P(BJA) = 0.999, P(B|A) = 0.998.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist P(A|B).
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Satz von Bayes

Losung:

P(A|B) = PBIA)-PA)
P(BIA) - P(A) + P(BJA) - P(A)

N 0.002 - 0.999

~0.002-0.999 +0.999 - 0.001

= 0.6667.

Warum ist die Wahrscheinlichkeit fur einen falsch positiven AIDS-Test so hoch?

® Die hohe Wahrscheinlichkeit flr einen falsch positiven Test ruhrt von der
sehr niedrigen Pravalenz von 0.1% der Bevdlkerung in den Industrielandern
(Suche nach der Nadel im Heuhaufen).

® Deshalb werden Vorsorgeuntersuchungen (etwa die Mammographie bei
Brustkrebs) nur bei Risikogruppen (etwa Frauen ab 40) durchgefuhrt.
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Kontingenztafel - Vierfeldertafel
Die Tabelle mit den Ereigniskombinationen wird mit entsprechenden
Wahrscheinlichkeiten versehen.

An den Randern der Tabelle werden die Wahrscheinlichkeiten fur die
Einzelereignisse eingetragen.

B B
A| PANB) P(ANB) | P(A)
A| P(ANB) P(ANB) | P(A)
P(B) P(B) 1

Um die Vierfeldertafel vollstandig auszuftllen, benétigt man nur drei
voneinander unabhangige Angaben.
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Musteraufgabe 5.32 - Das typische Frauenauto ist klein und rosa

In einer in Deutschland 2013 durchgefihrten Studie wurden
Verhaltensunterschiede zwischen Manner und Frauen beim Kauf eines
Neuwagens untersucht. Im Jahr 2013 wurden 24% der Neuwagen von Frauen
erworben, 76% von Mannern.

Das Augenmerk der Untersuchung galt unter anderem dem verbreiteten
Vorurteil, Frauen wirden Kleinwagen bevorzugen. Zu diesem Zweck wurden die
PKWs eingeteilt in Kleinwagen und Nicht-Kleinwagen (Limousinen, Kombis, SUVs,
usw.).

Es wurde festgestellt, dass immerhin 10% der Manner sich vorstellen kbnnen,
einen Kleinwagen zu kaufen, wahrend es bei Frauen 28% waren.

(a) Wieviel Prozent der verkauften PKWs sind Kleinwagen?
(b) Wieviel Prozent der Kleinwagenkaufer sind mannlich?
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Losung: Wir definieren die Ereignisse

K = Kauf eines Kleinwagens
M = Kaufer ist mannlich

Aus der Angabe wissen wir die folgenden Wahrscheinlichkeiten:
P(M)=0.24, P(M)=1-P(M)=0.76, P(K|M)=0.1, P(K|M)=0.28
Weiters gilt:

P(K N M) = P(K|M) - P(M) = 0.1-0.76 = 0.076
P(K N M) = P(K|M) - P(M) = 0.28 - 0.24 = 0.0672
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Vierfeldertafel

M M

K| 0.0760 0.0672
0.6840 0.1728

Al

0.1432
0.8568

0.7600 0.2400

(a) P(K) = 0.1432

(b) P(M|K) =

P(MNK) 0.0760

1.0000

= 0.5307

P(K)  0.1432
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Unabhangigkeit von Ereignissen

Unabhangigkeit
Zwei Ereignisse A und B heiRen stochastisch unabhangig, wenn das Eintreten
von B keine Information Uber die Wahrscheinlichkeit von A liefert, d.h. wenn

P(A) = P(A|B) < P(ANB) = P(A) - P(B).

Andernfalls sind die Ereignisse stochastisch abhangig (gekoppelt).

A und B sind positiv abhangig (positiv gekoppelt, beglinstigen einander), wenn
P(A|B) > P(A) < P(BJA) > P(B)
A und B sind negativ abhangig (negativ gekoppelt, behindern einander), wenn

P(A|B) < P(A) < P(BJA) < P(B)
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Unabhangigkeit von Ereignissen

Musteraufgabe 5.33 - Unfallstatistik

Von 1000 Verkehrsunfallen sind 280 todlich verlaufen (Ereignis A) und 100

ereigneten sich bei einer Geschwindigkeit von mehr als 150 km/h (Ereignis B).

20 Unfalle verliefen nicht tédlich und ereigneten sich bei Geschwindigkeiten

Uber 150 km/h.

(a) Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit daftir, dass ein
Hochgeschwindigkeitsunfall todlich verlauft?

(b) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit daflr, dass sich ein tédlicher Unfall bei
hoher Geschwindigkeit ereignet hat?

(c) Beurteilen Sie die Kopplung der Ereignisse A und B. Versuchen Sie eine
kausale Interpretation der Kopplung.
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Unabhangigkeit von Ereignissen

B B B B
Al 80 200] 280 A| 008 020]0.28
Al 20 700| 720 Al0.02 0.70]0.72
100 900 | 1000 0.10 0.90 | 1.00
P(ANB) 0.08
P(A|B) = _ _o.
(a) P(A|B) P(B) 01 08
P(ANB) 0.08
(b) P(B|A) = (ANB) _ — 0.2857
P(A) 028

(c) Positive Kopplung, weil P(A|B) = 0.8 > 0.28 = P(A) und
P(B|A) = 0.2857 > 0.10 = P(B)

Vermutung: Hohe Geschwindigkeit (B) ist eine Ursache fur den tédlichen
Verlauf eines Unfalls (A). Dieser Schluss ist aber nicht zwingend.

2026-S Mathematik — 7 — Wahrscheinlichkeitsrechnung 52/160



Wahrscheinlichkeitsrechnung

Zufallsvariablen (ZufallsgroRen)
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Was sind Zufallsvariablen (ZufallsgroRen)?
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Was sind Zufallsvariablen?

Beispiel: Zweimaliges Wirfeln

Wie kann man die Augensumme der beiden Wirfe beim zweimaligen Werfen
eines Wirfels durch eine Zufallsvariable beschreiben?

Lésung:
e O={(1,1),(1,2),...,(6,6)}
e X = Augensumme der beiden Wurfe
® Wertebereichvon X :2,3,4,...,12
* P(X=2)=P({(L1)}) = 35

Usw.
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Was sind Zufallsvariablen?

Beispiel: Miinzwurf

Wie kann man das zweimalige Werfen einer Minze durch eine Zufallsvariable
beschreiben?

Lésung:
* Q={(K.K),(K,2),(Z.K).(Z.2)}
® X = Anzahl Kopf
® Wertebereich von X : 0,1, 2
° P(Xx=0)=P({(Z.2)}) = }
P(X =1) =P({(Z.K),(K,2)}) = 3
P(X =2) =P({(K,K)}) = 3
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Diskrete Zufallsvariablen

Benfords Gesetz

Simon Newcomb (1835-1909) und spater Frank Benford (1883-1948) machten
die verblUffende Entdeckung, dass die Anfangsziffern 1-9 von ganzen Zahlen in
vielen Fallen nicht gleich haufig vorkommen. Am haufigsten ist die Anfangsziffer
1, am zweithaufigsten die Anfangsziffer 2 usw. Benford beschrieb also die
Verteilung der Zufallsvariable

X = Anfangsziffer von Zahlen.

X kann die Werte 1,2,3,4,5,6,7,8,9 annehmen, also wieder nur diskret viele.
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Diskrete Zufallsvariablen

Haufigkeit von bestimmten Ereignissen

Versicherungen interessieren sich fir die Haufigkeiten, mit der bestimmte
Ereignisse innerhalb eines Jahres auftreten:

X
Y

Anzahl von Erdbeben
Anzahl von Unwettern

® X und Y konnen die Werte 0,1, 2, 3, ... annehmen.

® X und Y nehmen also wieder diskret viele Werte an, der Wertebereich ist
allerdings nicht nach oben begrenzt.

® Wir sagen X und Y haben einen abzahlbar unendlichen Wertebereich.
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Diskrete Zufallsvariablen
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Diskrete ZV: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten
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Diskrete ZV: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

Beispiel: Miinzwurf

Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion an fur das Werfen einer fairen Minze.
Losung:

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion f(x) fur X ist gegeben durch

furx =0 (Kopf)

fuirx =1 (Zahl)

sonst.

O NIk NI

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion wird auch haufig in Tabellenform angegeben:

X 0 1
fx) | 3 3
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Diskrete ZV: Benfords Gesetz
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Diskrete ZV: Benfords Gesetz

¢

\

0.301
0.176
0.125
0.097
0.079
0.067
0.058
0.051
0.046
0

far

x=1
X =2
X =
x=4
X =
X=06
X =
x =28
x=9
sonst

2026-S Mathematik — 7 — Wahrscheinlichkeitsrechnung

63/160



Diskrete ZV: Benfords Gesetz

f(x)

0.3t

0.2 1

0.1+
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Diskrete ZV: Benfords Gesetz

Bemerkung: Benfords Gesetz beschreibt aus mathematischer Sicht also eine
Wahrscheinlichkeitsfunktion oder -verteilung. Der Begriff wird auch benutzt fur
das Phanomen, dass viele empirische Daten dieser Verteilung folgen.

Historische Beispiele: Simon Newcomb beobachtete, dass in Bichern mit
Logarithmentafeln frihere Seiten deutlich starker abgenutzt waren als spatere.
Frank Benford erhob als Beispiele die relativen Haufigkeiten der Anfangszahlen
in einer Reihe von unterschiedlichen Quellen, u.a.:

® 100 Zahlen in Zeitungsausgaben,
® Tabelle mit Flachen von 335 FlUssen,
® Adressen von 342 in American Men of Science gelisteten Personen.
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Diskrete ZV: Benfords Gesetz

““ ||‘| T
| |MMMMMM
1 2 3 4 5 6 7 8 9

EBenford MZeitungerllFlisse B Adressen
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Diskrete ZV: Benfords Gesetz

Beispiel: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

Wie groB8 sind Benfords Gesetz zufolge die Wahrscheinlichkeiten daflir, dass die
erste Ziffer kleiner als 3 bzw. kleiner als 8 ist?

P(Erste Ziffer kleiner als 3) = P(X < 3)
= f(1)+f(2)
1+1 2+1
= log e + log G 0.477
1 2
P(Erste Ziffer kleinerals 8) = P(X < 8)
= 1-P(X>8)

1 9+1
= 1-—log (;) — log <;) = 0.903
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Diskrete ZV: Benfords Gesetz

Anwendung: Aufdeckung von Betrug.
® Listen von Zahlen kédnnen durch Vergleich mit Benfords Gesetz auf
Plausibilitat gepruft werden.
® Bei groBen Abweichungen folgt dann oft eine weitere inhaltliche Prifung.
® Beispiele: Bilanzen, Steuererklarungen, Wahlergebnisse, Tabellen in
wissenschaftlichen Publikationen.

Beispiel: Volkswirtschaftl. Gesamtrechnung und Euro-Stabilitatspakt.

® Hier: 156 jahrliche Kennzahlen von Eurostat zu nationalem Defizit,
Schulden, Bilanzen usw.

® Vergleich von insgesamt 39688 Kennzahlen flr EU-27 Staaten 1999-2009
mit den 134 Kennzahlen flr Griechenland im Jahr 2000.

® Griechische Kennzahlen mussten im Laufe der Euro-EinfUhrung mehrfach
korrigiert werden.

® Eurostat erst ab 2010 mit Mdglichkeit zur direkten Prifung.

2026-S Mathematik — 7 — Wahrscheinlichkeitsrechnung 68/160



Diskrete ZV: Benfords Gesetz

0.4t

0.2 1

0.1

o
I

1 2 3 4 5 6 7 8 9

BBenford MEU-27 B Griechenland
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Diskrete ZV: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

Verteilungsfunktion
Die Verteilungsfunktion F(x) einer diskreten Zufallsvariable X gibt fiir jeden
Wert x € R die Wahrscheinlichkeit fir X < x an, d.h.

F(x) = P(X < x).

® F(x) lasst sich aus der Wahrscheinlichkeitsfunktion berechnen

F(x)= Y f(x).
ixi<x
® Umgekehrt lasst sich mit F(x) die Wahrscheinlichkeitsfunktion berechnen:
f(Xl) = P(X < Xl) = F(Xl)

f(x2) = P(X<x2)—P(X<x1)=F(x2)— F(x1)

f(X,’) : P(X < X,‘) — P(X < X,'_1) = F(X,’) — F(X,'_l)
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Diskrete ZV: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten
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Diskrete ZV: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

F(x)
1 o—

0.699 + *—
0.602 + *—

0.477 + *-—

0.301 + *—
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Diskrete ZV: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

0.301,
0.477,
0.602,
0.699,
0.778,
0.845,
0.903,
0.954,

far

x <1

1<x<?2
2<x<3
3<x<4
4 <x<5
5<x<6
6<x<7
7<x<8
8<x<9
x>9

2026-S Mathematik — 7 — Wahrscheinlichkeitsrechnung

73/160



Diskrete ZV: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

P(X <6

P(X <6

P(X > 6

P(X =6

)

)
P(X>6) =

)

)

F(6) = 0.845

F(5) =0.778
1-P(X<6)=1-F(5)=0.222
1-P(X<6)=1-F(6)=0.155
F(6) — F(5) = 0.067
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Stetige Zufallsvariablen (ZufallsgrofSen)

Stetige Zufallsvariablen (ZufallsgroBen)
Im Gegensatz zu diskreten Zufallsvariablen kann eine stetige Zufallsvariable
jeden Wert in einem Intervall annehmen.

Die uns interessierenden Ereignisse sind von der Form
X<a, X>a, a<X<hb
Typische Beispiele flr Zufallsvorgange, die durch stetige Zufallsvariablen
beschrieben werden kénnen:
® Mietspiegel: Nettomiete einer Wohnung
e Aktienkurse, Renditen
® Verlustverteilung bei Krediten

® usw.
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Stetige Zufallsvariablen

Das Analogon zur Wahrscheinlichkeitsfunktion bei diskreten Zufallsvariablen ist
die Dichte f einer stetigen Zufallsvariablen X. Es gilt:

P(a <X <b) = Flache unterhalb der Dichte f im Intervall [a, b]
b

= /f(x) dx

a

P(a < X <b)
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Stetige Zufallsvariablen

Stetige Zufallsvariablen und Dichten
Eine Zufallsvariable X heiBt stetig, wenn es eine Funktion f(x) > 0 gibt, so dass
fur jedes Intervall [a, b]
b
Pla<X<b)= /f(x)dx:

a

Flache zwischen a und b
unter der Funktion f

gilt. Die Funktion f(x) heiBt (Wahrscheinlichkeits-) Dichte von X.
Fr stetige Zufallsvariablen X gilt
Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pl@a<X<b)=Pla<X<b)

und P(X = x) = 0 flr jedes x € R.
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Stetige ZV: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten
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Stetige ZV: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

Losung:

Flache lasst sich leicht Uber entsprechende Rechtecksflachen bestimmen:

P2<X<5)=(3-2)-01+(4—3)-05+(5—-4)-0.15=0.75
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Stetige ZV: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

Beispiel: Neues Produkt

Die Absatzmenge A eines neuen Produkts ist unsicher. Folgende
Wahrscheinlichkeitsaussagen durch Experten sind gegeben:

Absatzmenge A 1000 - 2000 | 2000 - 3000 | 3000 - 4000

Wahrscheinlichkeit 0.2 0.6 0.2

Also:  P(1000 <A < 2000) = 0.2
P(2000 < A < 3000) = 0.6
P(3000 < A < 4000) = 0.2

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten P(1000 < A < 2500) und
P(2500 < A < 4000).
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Stetige ZV: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

Lésung:
f(a)
0.0006 -+
0.0002 -+
0 + + } ' .
0 1000 2000 3000 4000 5000

1660 = 0.0002, 1000 < a < 2000

f(a)={ 26 —00006,  fir 2000 <a < 3000

02— 0.0002, 3000 < a < 4000

1000
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Stetige ZV: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

0 1000 2000 3000 4000 5000

P(1000 < A < 2500) = (2000 — 1000) - 0.0002 + (2500 — 2000) - 0.0006
=05

P(2500 < A < 4000) = 1 — P(1000 < A < 2500)
=1-05
=05
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Stetige ZV: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten
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Stetige ZV: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten
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Stetige ZV: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

Anwendungsbeispiele:
® X = Wartezeit im Callcenter

® X = Wartezeit an einer Attraktion im Freizeitpark
® X = Dauer der Fahrt zum Arbeitsplatz

e X = Uberlebenszeit eines technischen Bauteils

Der Parameter p kann dann weiter interpretiert werden als:
® 1 = Durchschnittliche Wartezeit

® ;1 = Durchschnittliche Fahrtdauer

® ;1 = Durchschnittliche Uberlebenszeit
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Stetige ZV: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

Beispiel: Exponentialverteilung mit 4 = 10, 7, 15
f(x)

0.1

0.05

T T T X
10 20 30 40 50
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Stetige ZV: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

Beispiel: Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung
Bestimme die Verteilungsfunktion der Expo(u) Verteilung.

Lésung:
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Stetige ZV: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

Damit berechnen wir nun fir x > 0:

X
1 1
F(x) = /exp <—t> dt
[ 1
0
1
o
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Stetige ZV: Quantile

Fahrzeit zur Uni mit dem Auto
Die Fahrzeit in Minuten zur Uni sei exponentialverteilt mit durchschnittlicher
Fahrzeit 4 = 10 Minuten.
(a) Berechne zunachst die Wahrscheinlichkeit fur eine Fahrzeit
® kleiner oder gleich 10 Minuten.
® kleiner als 10 Minuten.
® gleich 10 Minuten.
® grofler als 10 Minuten.
® zwischen 5 und 15 Minuten.

(b) Sie fahren sicherheitshalber 20 Minuten vor Vorlesungsbeginn los. Wie groR
ist die Wahrscheinlichkeit zu spat zu kommen?

(c) Mit bis zu welcher Fahrzeit rechnen Sie in 80% ihrer Fahrten?
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Stetige ZV: Quantile

Losung:
(a) Die Verteilungsfunktion F(x) ist gegeben durch
FO) = {o 1 x < 0,
1 —exp(—35%X) Xx>0.
P(Fahrzeit kleiner gleich 10 Min.) = P(X < 10)
= F(10)
= 1—exp (—110> = 0.63
10
P(Fahrzeit kleiner 10 Min.) = P(X < 10)
= F(10) = 0.63

P(Fahrzeit gleich 10 Min.) = O
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Stetige ZV: Quantile

P(Fahrzeit gréRer 10 Min.)

P(Fahrzeit zw. 5 u. 15 Min.)

P(X > 10)

1—P(X < 10)

1 — F(10)

1-0.63 = 0.37
P(5 < X < 15)

P(X < 15) — P(X < 5)
F(15) — F(5)

(e (30)) (o))

0.776 — 0.393 = 0.383
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Stetige ZV: Quantile

(b) Die Wahrscheinlichkeit, dass wir zu spat kommen, falls wir 20 Minuten vor
Vorlesungsbeginn losfahren, ist

P(X >20) = 1- F(20)
1

= —~ =20

exp( L )
= 0.135.

Selbst wenn wir die zweifache durchschnittliche Fahrzeit einplanen, kommen
wir also immer noch mit einer Wahrscheinlichkeit von 13.5% zu spat!
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Stetige ZV: Quantile

(c) Hier wissen wir nun die Wahrscheinlichkeit (80%) und suchen jenen Wert
Xo.g der Zufallsvariable X, so dass P(X < xg.g) = 0.8.

f(x) F(x)

0.1 0.81--5

0.8

X0.8

X

x
X R
x

Man nennt xg g das 0.8-Quantil von X.
Dieses unterteilt den Wertebereich von X so, dass links von xg.g 80% der
Wahrscheinlichkeitsmasse liegen und rechts davon 20%.
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Stetige ZV: Quantile

Wir berechnen nun das Quantil xg g explizit:

0.8 = P(X < Xo,g) =
1
08 = 1- -
exp < 1OX0_8> <~
n(0.2) L os <
n(0. = ——
T
X088 = 16.09438

Somit sind also 80% der Fahrten zur Uni kirzer als 16.09 Minuten.

Die Berechnung der noch extremeren Quantile xg.9 = 23.02 und xg.99 = 46.05
offenbart nochmal die bereits vorher festgestellte hohe Variabilitat der Fahrzeit.
Das 99%-Quantil besagt beispielsweise, dass wir ca. 46 Minuten vor einer
Vorlesung losfahren muissen, um in nur 1% der Falle zu spat zu kommen.
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Stetige ZV: Quantile
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Wahrscheinlichkeitsrechnung

Erwartungswert
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Der Begriff des Erwartungswerts

® Ein Zufallsexperiment wird haufig wiederholt.

® Beobachtete Ausgange a1, ay, ..., an der Zufallsvariablen X.
_ a a ---+a
e Berechnen des Mittelwerts x = —* + a2 J,: tan

FUr viele Beobachtungen nahert sich x einem festen Wert, wenn die
Wiederholungen des Experiments voneinander unabhangig sind und unter
identischen Bedingungen erfolgen.

Der Grenzwert ist der langfristige Durchschnitt der zufalligen Werte von
X, genauer der Erwartungswert E(X) von X (Gesetz der groBen Zahlen).
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Der Begriff des Erwartungswerts

Beispiel: Wurf einer (fairen) Miinze. n = 7 Wurfe fihren zu Ergebnissen K, Z, K,
Z,Z,Z, K. Die Zufallsvariable X nimmt den Wert 0 bei Kopf und 1 bei Zahl an,

damit erhalten wir
0+14+40+1+1+14+0

X = = 0.5714286.

7
Man geht davon aus, dass limp_,o X = 5 = E(X).

N[

0.6 1
VMWMM

0.4

0.2 1

Mittelwert aus n Versuchen

0 50 100 150

200 N
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Erwartungswert einer diskreten ZV
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Erwartungswert einer diskreten ZV

Musteraufgabe 5.43 - Wiirfelwurf
Was ist die erwartete Augenzahl beim Werfen eines Wirfels?

Losung: X = Augenzahl, {1,2,3,4,5,6}
EX)=1-PX=1)+...+6-P(X=6)

1
=c(1+2+3+4+5+6)=35
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Erwartungswert einer diskreten ZV

Beispiel: Gewinnspiel

Ein Teilnehmer einer Spielshow im Fernsehen hat die Wahl zwischen zwei
Moglichkeiten: Einstreichen eines sicheren Gewinns von 110 Euro oder
Teilnahme an einem Glucksspiel mit zufalligem Gewinn G. Die Zufallsvariable G
hat folgende Wahrscheinlichkeitsfunktion:

g |30 60 100 150 200
P(G=g) |01 01 04 02 0.2

Nach der Erwartungswerttheorie entscheidet sich der Teilnehmer so, dass
der erwartete Gewinn maximiert wird.

FUr welche der beiden Varianten (sichere Auszahlung oder Glucksspiel)
entscheidet sich der Teilnehmer?
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Erwartungswert einer diskreten ZV

Losung:
g| 30 60 100 150 200
PG=g)| 01 01 04 02 0.2
E(G) = 30-P(G=30)+60-P(G=60)+ 100 -P(G=100)+

+150 - P(G = 150) + 200 - P(G = 200)
— 30-0.1460-0.1+100-0.4+150-0.2+200-0.2

= 119 > 110

Da der erwartete Gewinn grofRer ist als die sichere Auszahlung, entscheiden wir
uns fur das Gewinnspiel.
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Erwartungswert einer stetigen Zufallsvariable
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Erwartungswert einer stetigen ZV

Lésung:
r 1 1,]7 40
p=EX) = /xf(x)dx=/x—dx= x| =—=5
4 8" ], 8
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Erwartungswert einer stetigen ZV

Losung:
Der Erwartungswert ist das gewichtete Mittel der jeweiligen Intervallmitten mit
den Wahrscheinlichkeiten im Intervall:

E(A) =1500-0.2 + 2500 - 0.6 + 3500 - 0.2 = 2500
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Eigenschaften des Erwartungswerts
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Erwartungswert

Beispiel: Neues Produkt (Fortsetzung)
Bei der Herstellung des neuen Produkts fallen fixe Kosten in H6he von 3000 GE
und variable Kosten von 7 GE pro Stlick an. Wie hoch sind die erwarteten Kosten?

Losung:
Die Kosten K sind eine lineare Transformation der Absatzmenge A:

K=7-A+3000.
Somit betragen die erwarteten Kosten:
E(K) = E(7-A+3000)
= 7-E(A)+ 3000
= 7-2500+ 3000
20500
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Erwartungswert

Beispiel: Gewinnspiel

Ein Teilnehmer einer Spielshow im Fernsehen hat die Wahl zwischen zwei
Moglichkeiten: Einstreichen eines sicheren Gewinns von 110 Euro oder
Teilnahme an einem Glucksspiel mit zufalligem Gewinn G. Die Zufallsvariable G
hat folgende Wahrscheinlichkeitsfunktion:

g |30 60 100 150 200
P(G=g) |01 01 04 02 0.2

Nach der Erwartungsnutzentheorie entscheidet sich der Teilnehmer so, dass
der erwartete Nutzen maximiert wird.

Fir welche Variante fallt die Entscheidung, falls die Nutzenfunktion U(g) = In(g)
vorliegt?
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Erwartungswert

Losung:
g| 30 60 100 150 200
P(G=g9) |01 0.1 04 02 0.2
E(U(G)) = 0.1:In(30)+0.1-In(60)+0.4-In(100)+

0.2 -1n(150) + 0.2 - In (200)
= 01-34+0.1-409+0.4-4.61+02-501+0.2-530

= 4.65 <In(110) =4.70

Da der erwartete Nutzen kleiner ist als der Nutzen der sicheren Auszahlung,
entscheiden wir uns fur die sichere Auszahlung.

AuBerdem ist erwartete Nutzen kleiner als der Nutzen des Erwartungswerts
U(E(G)) =1In(119) = 4.78.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung

Varianz
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Idee der Varianz

Rendite Portfolio A Rendite Portfolio B
f(x) f(x)

910 0102 0.1 0 0.1 0.2
Betrachte die Renditeverteilung zweier Portfolios A und B.
In beiden Fallen ist die erwartete Rendite gleich 0.04 (also 4%).
Bei Portfolio B ist die Streuung um den Erwartungswert und damit die
Risiken/Chancen deutlich hoher als bei A.
® Die Varianz (im Finanzmarktbereich auch als Volatilitat bekannt) ist ein Mal3
fUr die Streuung der Verteilung um den Erwartungswert.
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Die Varianz einer Zufallsvariablen
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Die Varianz einer Zufallsvariablen

Satz 5.50: Berechnung der Varianz
Es sei X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert p und Varianz V(X). Dann gilt:

V(X) = E(X2) — 4
Musteraufgabe 5.51 - Wirfelwurf
Berechnen Sie die Varianz der Augenzahl beim Werfen eines Wiurfels.
Losung: Wir wissen bereits, dass u = E(X) = 3.5.

E(X?) =~ (12 + 2% + 32 + 4% + 52 + 6°) = 15.1667

5 (
V(X) = E(X?) — 15.1667 — (3.5)? = 2.9167

X:F
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Varianz

Beispiel: Gewinnspiel
Ein Teilnehmer einer Spielshow hat die Wahl zwischen einem sicheren Gewinn
von 110 Euro oder Teilnahme an einem Gllcksspiel mit zufalligem Gewinn G.

g |30 60 100 150 200
P(G=g) |01 01 04 02 0.2

Wie entscheidet sich der Teilnehmer, wenn er eine vom Erwartungswert p und

der Standardarbweichung o abhangende Praferenzfunktion h(u, o) maximiert?
Bspw.

w~+ o risikofreudiger Spieler,
h(p,0) =< risikoneutraler Spieler,
i — o risikoaverser Spieler.
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Varianz

Losung:
® Fur die sichere Auszahlung ist die Varianz 0.
® FUr das Gluckspiel erhalten wir

E(G®) = 30%P(G = 30) + 60°P(G = 60) + 100%P(G = 100) +
150%P(G = 150) + 200%P(G = 200)
— 30%2.0.1+60%-0.1+100%-0.4+150%-0.2 +200%-0.2
= 16950,

V(G) = E(G?) — (E(G))*> = 16950 — 1192 = 2789,
o(G) = V2789 =52.81.

® Die Standardabweichung um den erwarteten Gewinn von 119 Euro ist also
o(G) = 52.81 Euro.
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Varianz

® Damit erhalten wir

119+ 52.81 = 171.81 risikofreudiger Spieler,
h(p,0) =< 119 risikoneutraler Spieler,
119 — 52.81 = 66.19 risikoaverser Spieler.

® FUr die risikolose Auszahlung gilt g = 110, so dass sich risikofreudige und
risikoneutrale Spieler fur das Glucksspiel entscheiden wirden. Ein
risikoaverser Spieler wurde die sichere Auszahlung bevorzugen.
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Eigenschaft der Varianz

Begriindung:

V(aX + b) = E [(aX + b — E(aX + b))?] = E [(aX — aE(X))?]

= a’E(X — E(X))? = a*V(X)
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Die Varianz von Zufallsvariablen

Musteraufgabe 5.55 - Kostenmodell

Ein Produktionsunternehmen arbeitet mit monatlichen Fixkosten von 1000 GE
und variablen Stlickkosten von 5 GE. Die monatliche Produktion ist eine
ZufallsgroBe mit der Standardabweichung von 20 Stlick. Man finde die Varianz
und die Standardabweichung der monatlichen Kosten.

Losung: X = monatliche Produktion, Y = monatliche Kosten

Y = 1000 + 5X
V(Y) = V(1000 + 5X) = 5% - V(X) = 25 - 202 = 10000

Standardabweichung o(Y) = /V(Y) = 1/10000 = 100.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung

Normalverteilung
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Standardnormalverteilung

Dichte der Standardnormalverteilung

F(x) = B(x) = \/%e—xz/z, x €R

3 2 1 0 1 2 3

Beachte: Da die Standardnormalverteilung eine der bedeutendsten
Verteilungen ist, erhalt ihre Dichtefunktion und ihre Verteilungsfunktion ein
eigenes Symbol: ¢(x) und ®(x).
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Standardnormalverteilung

Standardnormalverteilung

Die Zufallsvariable Z ist standardnormalverteilt, wenn fur jedes Intervall
(a, b] die Wahrscheinlichkeit P(a < Z < b) mit dem Flacheninhalt zwischen a und
b unter der Dichte der Standardnormalverteilung Ubereinstimmt.

b
Pla<Z<b)= / 6(x) dx = &(b) — &(a)

dabei bezeichnet ¢(x) = P(Z < x) die Verteilungsfunktion.

Bemerkungen:
¢ Die Verteilungsfunktion ®(x) hat keine einfache Darstellung.
® |n der Praxis wird sie deshalb mit Computerprogrammen berechnet.
® |In Lehrveranstaltungen ohne Computer werden auch Tabellen verwendet.
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Standardnormalverteilung

Beispiel:
P(-2<z<1)

®(1) = 0.841
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Standardnormalverteilung

Beispiel:
P(-2<z<1)

®(—2) = 0.023
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Standardnormalverteilung

Beispiel:
P(—2 <Z<1)=d(1) — d(-2)
=0.841 — 0.023 =0.818
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Standardnormalverteilung

Nq
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Standardnormalverteilung

Die Quantile Ng; und Ng g
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Standardnormalverteilung

Die Quantile No.os und No.o5

—1.645 1.645

2026-S Mathematik — 7 — Wahrscheinlichkeitsrechnung 127/160



Standardnormalverteilung

Die Quantile No.o1 und No.g9

—2.326 2.326
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Standardnormalverteilung

Beispiel: Value at risk
Die Rendite R (in Prozent) eines Portfolios von Wertpapieren sei
standardnormalverteilt.
@ Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Rendite kleiner als 2% ist?
Gesucht ist also P(R < 2).

@ Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Verlust groRer als 1% ist?
Gesucht ist also P(R < —1).

Losung:
Da gilt, dass R ~ N(0, 1), kdnnen wir wieder die Verteilungsfunktion ¢
verwenden:

O PR<2)=P(2)=09772

®PR<-1)=P(-1)=1-9(1) =0.1587
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Standardnormalverteilung
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Standardnormalverteilung

Losung (1):
P(Z <1) = ¢(1.00) = 0.841
0.00 0.01 ... 0.09
—2.9 | 0.002 0.002 ... 0.001
—2.8 | 0.003 0.002 ... 0.002
—2.7 | 0.003 0.003 ... 0.003
0.9 | 0.816 0.819 ... 0.839
10| 0.841 0.844 ... 0.862
1.1 | 0.864 0.867 ... 0.883
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Standardnormalverteilung

Losung (2):
P(Z>-1) = 1-P(Z<-1)

= 1- ®(—1.00)
= 1-0.159 = 0.841

0.00 0.01 ... 0.09
—2.9 | 0.002 0.002 ... 0.001
—2.8 | 0.003 0.002 ... 0.002
—-1.0 | 0.159 0.156 ... 0.138
-0.9 | 0.184 0.181 ... 0.161
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Standardnormalverteilung

Losung (3):
P(-2 <Z<2) = ®(2) — d(—-2) = 0.977 — 0.023 = 0.954
0.00 0.01 0.09
—2.9 | 0.002 0.002 0.001
—2.0 | 0.023 0.022 0.018
2.0 | 0.977 0.978 0.982
2.1 | 0.982 0.983 0.986
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Standardnormalverteilung
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Standardnormalverteilung

Losung (1):

P(Z<z)=0.9 = z=Npo=®"1(0.9)=1.2816

a o7 1(a) a o7 1(a) e d~1(a)
0.01 —-2.3263 | 0.34 —-0.4125 | 0.67 0.4399
0.02 —-2.0537 | 0.35 —-0.3853 | 0.68 0.4677
0.23 —-0.7388 | 0.56 0.1510 | 0.89 1.2265
0.24 -0.7063 | 0.57 0.1764 | 0.90 1.2816
0.25 —-0.6745 | 0.58 0.2019 0.91 1.3408
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Standardnormalverte

Losung (2):
P(Z>2)=06 = P(Z<2z)

ilung
=®d(z)=0.4

— z=0"1(0.4) = Ng4 = —0.2533

o' d~1(a) o' o~ 1(a) a o7 a)
0.01 -—-2.3263 | 0.34 —-0.4125 | 0.67 0.4399
0.02 -—-2.0537 | 0.35 —-0.3853 | 0.68 0.4677
0.06 —1.5548 | 0.39 —-0.2793 | 0.72 0.5828
0.07 —-1.4758 | 0.40 -0.2533 | 0.73 0.6128
0.08 —1.4051 | 0.41 —-0.2275 | 0.74 0.6433
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Standardnormalverteilung

Losung (3):

P(-a<Z <a)=0.84
d(a) — d(—a) =0.84
®(a) — [1 — d(a)] = 0.84
2d(a) =1.84
d(a) = 0.92

— a=®"1(0.92) = Ng.g9, = 1.4051.

Grundsatzlich: Falls in Aufgabenstellungen nichts anderes angegeben ist,
® Wahrscheinlichkeiten mit der Tabelle der Verteilungsfunktion berechnen
® und Quantile mit der Tabelle der Quantile.
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Normalverteilung

Definition 5.62: Die allgemeine Normalverteilung

Eine Zufallsvariable X heift normalverteilt mit Parametern i € R und o2 > 0,
kurz X ~ N(u, a%), wenn sie die Dichte

F(x) = —= exp<—(xz_ag‘)2), x €R

210

besitzt. Es gilt E(X) = u, V(X) = o2
Damit ist die zugehdrige standardisierte Zufallsvariable Z
X—p

g
standardnormalverteilt. FUr die standardnormalverteilte Zufallsvariable Z gilt

wiederum E(Z) = 0 und V(Z) = 1.

7=
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Normalverteilung

Musteraufgabe 5.66 - Intelligenztest
Der Intelligenzquotient (IQ) ist in einer Population in exzellenter Naherung
normalverteilt mit x = 100 und o = 15.
¢ Jemand gilt als hochbegabt, wenn der /Q > 130. Wie groR ist der Anteil der
Hochbegabten in der Population?

Losung:
. - . 1Q — 100
Die standardisierte ZufallsgroBe von IQ lautet Z = 5
P(IQ > 130) = 1-P(IQ <130)
0—-1 130 —
_ 1_p Q OOS 30— 100
15 15
= 1-P(Z2<2)

= 1-9(2)=1-0.977 = 0.023.
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Normalverteilung

Nachschlagen in Tabelle — ¢(2)

0.00 0.01 0.02

—-2.9 | 0.002 0.002 0.002
—-2.8 | 0.003 0.002 0.002
2.0 | 0.977 0.978 0.978
2.1 | 0.982 0.983 0.983
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Normalverteilung

0.40

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
;
0 130—100

15
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Normalverteilung

Musteraufgabe 5.66 - Fortsetzung
Der Intelligenzquotient (IQ) ist in einer Population in exzellenter Naherung
normalverteilt mit 4 = 100 und o = 15.
¢ Welchen IQ musste jemand im Test erreichen, um zu den Top-25% zu
gehoren?
Losung: Wir suchen ein kritisches Testergebnis a, so dass P(IQ > a) = 0.25.
Dies ist gleichbedeutend mit P(IQ < a) = 0.75.

Q-1 ~1 ~1 — 100
0.75:P(IQ§a):P<Q 00 _a 00>:p(2§31500>:¢<a)

15 - 15 15
a—100
15
— a =100+ 15:0.6745 =110.1175

= No.75 = ®71(0.75) = 0.6745
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Normalverteilung

0.027 ¢

25%

100 100+ 0.6745-15 =110.1175
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Normalverteilung

Musteraufgabe 5.66 - Fortsetzung
Der Intelligenzquotient (IQ) ist in einer Population in exzellenter Naherung
normalverteilt mit ©x = 100 und ¢ = 15.
® |n welchem symmetrischen Intervall um den Erwartungswert liegen 2/3 der
Population?

Losung: Das gesuchte Intervall lautet [100 — a, 100 + a].

2
2 = P(100 —a < 1Q < 100 + a)

3
_p 100 —a —100 <IQ—lOO - 100 +a — 100
15 - 15 - 15

a a
r(gpszed)
15 15
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Normalverteilung

a a 2
P(Z§—>—P<Z§——):f

15 15) ~ 3
P(Zgi)—[l—P Zgi)]:E
15 15/ =3

2 P(zgi>—1:E

15 3

o(2)-2

15) 6

% — ¢1(0.83) = Ng g3 — 0.9542
a=15-0.9542 = 14.3130 ~ 14.

Im Intervall [100 + 14| = [86, 114] liegen ca. 2/3 der Population.
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Normalverteilung

0.027 +

1

1
6 6

w| N

100 — 0.9542 - 15 100 100 + 0.9542 - 15
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Wahrscheinlichkeitsrechnung

Binomialverteilung
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Binomialverteilung

Beispiele
® Ein sechsseitiger Wurfel wird finfmal geworfen. Wir interessieren uns fur die
Zufallsvariable

X = Anzahl der geworfenen 6en.

® Eine Bank besitzt ein Portfolio von 50 Krediten, die unabhangig
voneinander mit Wahrscheinlichkeit 5% ausfallen. Betrachte

X = Zahl der ausgefallenen Kredite.

® |n einer Klausur werden 10 Single-Choice-Fragen mit jeweils 5
Antwortmoglichkeiten gestellt, wobei nur eine Antwortmaglichkeit richtig
sein kann. Treffen Sie die Annahme, dass eine Frage rein zufallig angekreuzt
wird. Betrachte

X = Anzahl richtig beantworteter Fragen bei der Klausur.
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Binomialverteilung
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Binomialverteilung
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Binomialverteilung

Beispiele:
® 6-seitiger Wirfel:

I
-
>
2
o]
w
20

A = Augenzahl 6, n =5, &
EX)=n-7t=5-%t=2
VX)=n-m-(1-m)=5-¢ (1-5) =5

e Kredite:
A = Kreditausfall, n = 50, = = 0.05, X ~ B(50,0.05):
E(X)=50-0.05=25
V(X) =50-0.05-0.95 = 2.375

e Klausur:
A = Frage korrekt beantwortet, n = 10, 7 = 0.2, X ~ B(10,0.2)
E(X)=10-0.2 =2
V(X)=10-0.2-0.8=1.6
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Binomialverteilung
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Binomialverteilung

Losung: X = Anzahl richtiger Teilantworten ~ B(10,0.2).

0.2

0.1 A
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Binomialverteilung

Losung: X = Anzahl richtiger Teilantworten ~ B(10,0.2).

o o 10 0 10 _ 10! 0 10
P(X=0) = <0).o.2 .0.810 = 0!-10!'0‘2 0.8
= 1-1-0.8'° = 0.10737
10 10!
PX=1) = <1> -0.21.0.8° = I o -0.2'.0.8°
= 10-0.2-0.8° = 0.26844
10 10!
P(X=2) = <2> -0.2%2.0.8% = S8l .0.22.0.88
10-9

= T-0.22-0.88 = 0.30199
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Binomialverteilung

Losung: X = Anzahl richtiger Teilantworten ~ B(10,0.2).

P(X>5) = P(X=5)+P(X=6)+PX=7)+
P(X = 8) + P(X = 9) + P(X = 10)
— 0.02642 + 0.00551 + 0.00079 +
0.00007 + 0.000004 + 0.0000001
— 0.03279

P(X>6) = P(X>5)—P(X=5)
— 0.03279 — 0.02642
— 0.00637
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Binomialverteilung
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Binomialverteilung

Losung: X = Anzahl richtiger Teilantworten ~ B(10,0.8).

0.2

0.1 A
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Binomialverteilung

Losung: X = Anzahl richtiger Teilantworten ~ B(10,0.8).

P(X>5) = P(X=5)+P(X=6)+P(X=7)+
P(X = 8) + P(X = 9) + P(X = 10)
— 0.02642 + 0.08808 + 0.20133 +
0.30199 + 0.26844 + 0.10737
— 0.99363

P(X >6) = P(X>5)—P(X=5)
— 0.99363 — 0.02642
— 096721
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Binomialverteilung
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Binomialverteilung

Losung: Wir betrachten folgende Zufallsvariablen.

X = Anzahl richtiger Teilantworten,

Y =4-X—1-(10 — X) = Anzahl erreichter Punkte.

Aufgrund der Linearitat des Erwartungswerts gilt
E(Y)=4-E(X)— (10 — E(X)).

Fir X ~ B(10,0.2) : E(X)=10-0.2 =2
E(Y)=4-2—(10-2)=0.
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