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Matrixalgebra

Grundbegriffe
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Vektorschreibweise
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Vektorschreibweise

Das Rechnen mit Vektoren
Summe und Differenz von Vektoren sowie Multiplikation eines Vektors mit einer
Zahl werden komponentenweise gebildet.
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Vektorschreibweise

Losung:

1 8
-5 0
at+b= +
7 —4
1
-3
2
3c=3 =
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Vektorschreibweise

Geometrische Interpretation: Vektoraddition im R?

1)+

= N W b
Q
\

1 2 3 4 5 6
Die Addition zweier Vektoren a und b ergibt sich als Diagonale des von a
und b aufgespannten Parallelogramms.
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Vektorschreibweise

Geometrische Interpretation: Skalare Multiplikation im R?
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Vektorschreibweise

Geometrische Interpretation: Skalare Multiplikation im R?

Das Produkt eines Vektors ¢ mit einem Skalar s € R bedeutet eine Streckung
(falls |s| > 1) bzw. Stauchung (falls |s| < 1) des Vektors c. Falls s > 0 bleibt die
Richtung erhalten, im Falle s < 0 andert sich die Richtung des Vektors.
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Vektorschreibweise

Musteraufgabe 6.4 - Das Rechnen mit Vektoren

Mit den Angaben von Beispiel 6.3: Bestimme einen Vektor x so, dass er die
Gleichung 3a + 5x = b erfullt.

Losung: 1
3a+5x=b — 5x=b-3a = x:g(b—Ba)

8 1 1
1 0 -5 3
— = ~3 =
5| -4 7 -5

=

N
|

=
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Vektorschreibweise
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Grundbegriffe

2023-W  Mathematik - 5 - Matrixalgebra 11/106



Grundbegriffe

Spezielle Matrizen
Vektoren sind spezielle Matrizen.
® Ein Spaltenvektor der Dimension m ist eine Matrix der Ordnung m x 1.
¢ Ein Zeilenvektor der Dimension m ist eine Matrix der Ordnung 1 x m.
Eine wichtige spezielle Matrix ist die Einheitsmatrix. Sie ist stets quadratisch
und enthadlt in der Hauptdiagonalen die Zahl 1, ansonsten nur die Zahl 0:
1 0 ... 0

o1 ... 0
=
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Grundbegriffe

10
Die 2 x 2- Einheitsmatrix: I, = ( 0 )

1
1 0O
Die 3 x 3- Einheitsmatrix: I3 = 0 1 0
0 01

usw.
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Grundbegriffe

Elementare Rechenoperationen - Addition

Die Addition von Matrizen erfolgt komponentenweise:

dix 412 ... dip bi1 b1
a axp ... ax ba1 b2
A+B= . .. N .
dmi dm2 ... Amn bmi  bmz
ail+bin @np+bix ... ain+bin
a +bx  ax+by ... ax+by
am1 == bml am2 ate bm2 cee Amn T+ bmn

bln
b2n

t)nwn

Die Summe A + B kann nur gebildet werden, wenn A und B von gleicher

Ordnung sind. Analoges gilt fur die Differenz A — B.
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Grundbegriffe
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Grundbegriffe
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Grundbegriffe

Losung:
A+X=B | — A
X=B-A

6 2 10 4 8 -12
=2 -8 14 |—| 12 16 8
4 2 6 8 —4 12

2 -6 22

=] -10 -24 6

-4 6 -6
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Grundbegriffe
Losung:
1
X+ 6C = E(A—zx) + 3B

1
X+6C=-A-X+3B | +X

1
2X—%6C::§A—%3B | — 6C
1 1
2X=-A+3B —-6C C =
2 + | 2
1 3
X=-A+ -B—-3C
4 +-2
7 5 6
=1 0 —-11 23

8 2 6
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Grundbegriffe

Nattrlich gilt:

(A" =A
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Grundbegriffe

Losung:
15 9
1 2 3 4 > 5 10
A=|5 6 7 8| = AT=
3 7 11
9 10 11 12
4 8 12
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Grundbegriffe

Lésung:
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Grundbegriffe

Vereinbarung: Ab jetzt fassen wir Vektoren stets als Spaltenvektoren auf,
d.h. als einspaltige Matrizen. Wenn wir Zeilenvektoren bendtigen, so erhalten
wir diese durch Transponieren eines Spaltenvektors.

Spaltenvektor a — Zeilenvektor a'
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Matrixalgebra

Matrixmultiplikation
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Matrixmultiplikation

Definition 7.6 Matrixmultiplikation
Das Produkt zweier Matrizen A und B ergibt eine Matrix C = A - B, die auf
folgende Weise gebildet wird:
® Es wird jede Zeile der Matrix A mit jeder Spalte der Matrix B multipliziert.
® Multiplizieren einer Zeile mit einer Spalte bedeutet: Bilde die Summe der
Komponentenprodukte von Zeile und Spalte.

® Das Produkt der Zeile i der Matrix A mit der Spalte j der Matrix B liefert
das Element ¢;; der Produktmatrix C.
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Matrixmultiplikation

FUr die praktische Rechnung verwenden wir das Falk-Schema. In dieses tragen
wir ein:

® in den linken unteren Quadranten den linken Faktor A

® in den rechten oberen Quadraten den rechten Faktor B

AnschlieBend bilden wir die Summe der Komponentenprodukte jeder Zeile des
linken Faktors A mit jeder Spalte des rechten Faktors B.
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Matrixmultiplikation
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Matrixmultiplikation

Losung: Mit Hilfe des Falk-Schemas.

2 01 3
1 21 0
L 39 a4 8 45 9
3 20/8 45 9 AB_c—| 2 11 810
2 4 1/9 11 8 10 4 106 8
0224 10 6 8 9 25 12
410/9 25 12
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Matrixmultiplikation

Wann kénnen Matrizen multipliziert werden?

Von zwei Matrizen A und B kann das Produkt A - B nur dann gebildet werden,
wenn die Zeilenlange (= Anzahl der Spalten) der Matrix A mit der
Spaltenlange (= Anzahl der Zeilen) der Matrix B Ubereinstimmt.

Andernfalls ist das Produkt A - B nicht definiert.

2023-W  Mathematik - 5 - Matrixalgebra

28/106



Matrixmultiplikation
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Matrixmultiplikation
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Matrixmultiplikation

Lésung:

(ATA)T =AT(AT) =ATA
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Matrixmultiplikation
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Matrixmultiplikation

Losung:

AB — -3 10 aber BA = 1 =21
~11 22 13 18
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Matrixmultiplikation

Es gibt allerdings Ausnahmen.
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Matrixmultiplikation

Multiplikation Matrix mit Spaltenvektor von rechts

A . b = C
m x n nx1 mx 1
Ausfuhrlich:
aix a2 ... amn b1 C1
ali dz2 ... d2n bz C2
aml amz .« amn bn Cm
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Matrixmultiplikation

Lésung: Mit dem Falk-Schema

1
2
3

~N B~

o Ul N

© o Ww

14
32
50

— A.-b=

14
32
50
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Matrixalgebra

Matrizen und lineare Abbildungen
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Matrizen und lineare Abbildungen
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Matrizen und lineare Abbildungen

Losung:

o(%)-e(2)
X2 X2

Kosten = Preis - Menge
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Matrizen und lineare Abbildungen

2023-W  Mathematik - 5 - Matrixalgebra 40/106



Matrizen und lineare Abbildungen
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Matrizen und lineare Abbildungen

=(3)-(10)G)- ()

Losung:
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Matrizen und lineare Abbildungen
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Matrizen und lineare Abbildungen

()2 () (2)
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Matrizen und lineare Abbildungen
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Matrizen und lineare Abbildungen
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Matrizen und lineare Abbildungen

Losung: 0 1 01
(fFog)(x) = f(g(x)) = ( 1 0 ) ( ~1 0 ) (2 )

(5 2)(5)

... Rotation um 180 Grad

47/106
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Matrizen und lineare Abbildungen

= (5 Jemorenwe (0 2N () =( )
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Matrixalgebra

Bedarfsmatrizen
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Bedarfsmatrizen

Beispiel 7.20 - Bedarfsplanung

Ein Mobelhaus bietet unter anderem auch zwei Arten von Bucherregalen zum
Selbstbau an. Regaltyp A hat eine H6he von 200 cm, Typ B ist die kleinere
Variante mit einer Hohe von 110 cm. Fiir Typ A werden pro Stiick 5 m? furnierte
Platten verarbeitet, fiir Typ B braucht man 3 m? Platten. Die Fertigung (Zuschnitt
der Platten, Bohrungen und Verpackung) erfolgt vollautomatisch. Bei Typ A
nimmt die Fertigung 8 Minuten Maschinenzeit in Anspruch, bei Typ B 6 Minuten.

Berechne den Inputvektor fur den Output von 50 Regalen von Typ A und 20
Regalen von Typ B.
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Bedarfsmatrizen

Losung:
Flr 50 Regale von Typ A und 20 Regale von Typ B lautet der Inputvektor:

5 3 310 m? Platten
50a + 20b =50 - + 20 = , . .
8 6 520 Minuten Maschinenzeit

Matrixschreibweise

50 , 5 3
Geplanter Outputvektor: 50 , Bedarfsmatrix: g

310 5 3 50
Inputvektor: = .
520 8 6 20
~—_———

Bedarfsmatrix
Das ist ein Produkt Matrix x Spaltenvektor!
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Bedarfsmatrizen

Interpretation der Bedarfsmatrix
Die Spalten der Bedarfsmatrix sind die Bedarfsvektoren der Produkte (des
Outputs).

Es gilt die Grundgleichung der Bedarfsplanung:
Inputvektor = Bedarfsmatrix - Geplanter Outputvektor

Die Multiplikation einer Bedarfsmatrix mit einem Vektor lat sich als Losung
eines Bedarfsplanungsproblems interpretieren.
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Bedarfsmatrizen

Musteraufgabe 7.23 - Bedarfsplanung

Ein Unternehmen fertigt unter anderem elektronische Baugruppen B;, B, und
Bs. Dazu werden Kondensatoren (C) und Widerstande (R) bendtigt. Der Bedarf
an Kondensatoren und Widerstanden sowie die verfugbaren Lagerbestande sind
der folgenden Tabelle zu enthehmen:

B1 B, Bs | Lager
C 5 2 9 | 2000
R 2 1 6| 1200

Ein Auftrag sieht vor, 100 St. von By, 150 St. von B, und 120 St. von B3 zu
liefern.

e Kann der Auftrag mit den vorhandenen Lagerbestanden ausgefuhrt werden?
® Was ist der Lagerstand nach Ausfihrung des Auftrages?
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Bedarfsmatrizen

Losung (1) und (2): Grundgleichung der Bedarfsplanung

A = Bedarfsmatrix
Ax=Db x = Outputvektor
b = Inputvektor
100
5 2 9 1880
b= 150 =
2 1 6 1070
120

2000 120
Anfangsbestand a = , Endbestande=a—b =
1200 130

Auftrag kann ausgefthrt werden, e > o, keine FehiImengen.
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Bedarfsmatrizen

Rohstoffkosten des geplanten Outputs
Ein Hersteller produziert die Produkte B4, B>, ..., B, und benétigt hierzu die
Rohstoffe A;, A, ..., A,. Die Bedarfsmatrix lautet:

B B, ... B,
dilx di2 ... Adin
Ay |an @12 ... ain
dz1 dz2 ... azp
Ay |ax ax»n ... an S A=
dr1 dr2 ... dm
Arlan arm ... am

Vektor der Rohstoffpreise p' = (p1,p2,...,p;)

Geplante Outputmengen  x' = (x1,x2,...,Xp)
® Wie hoch sind die Gesamtkosten des Auftrags reprasentiert durch x?

® Wie hoch sind die Produktionskosten der einzelnen Produkte?
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Bedarfsmatrizen

Erforderlichen Inputmengen ergeben sich aus der Grundgleichung der
Bedarfsplanung:

b=A x
Kosten K fur die Rohstoffmengen b:
K =piby +pabs+...+pbr=p' -b
Durch Einsetzen erhalten wir die Gesamtkosten des geplanten Outputs:

K:pT.b:pT.(A.x):(pT.A).x
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Bedarfsmatrizen

Produktionskosten der einzelnen Produkte
Die Gleichung

K=(p'-A) x

stellt die Gesamtkosten dar.
Der Zeilenvektor (= Zeilenvektor x Matrix)

dil din
dz1 ... d2n
-
P -A=(p1,p2,...,Pr) o , = (c1,¢2,.- .-
ari darn

enthalt die Kosten der einzelnen Produkte.
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Bedarfsmatrizen

Musteraufgabe 7.24 - Bedarfsplanung

Ein Hersteller produziert zwei Produkte B; und B,. Er benétigt dazu Rohstoffe A,
A> und As. Die Produktion erfolgt an zwei verschiedenen Produktionstatten S;
und S,. An den beiden Standorten wird zwar diesselbe Produktionstechnologie

eingesetzt, aber die Einstandspreise der Rohstoffe sind an diesen Standorten
verschieden. Der Bedarf an Rohstoffen sowie deren Preise in S; und S, sind

gegeben durch:

By By | p1 P2
Aq 3 4 | 10 9
As 2 1 2 3
As 4 6 3 4

® Wie hoch sind die Produktionskosten von B; und B, an beiden Standorten?

® Es sollen 500 St. von B7 und 200 St. von B> erzeugt werden. Welche
Gesamtkosten fallen an den Standorten S; und S, an?
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Bedarfsmatrizen

Losung (1):

Produktionskosten in Sy: clT = plT

Produktionskosten in S;: ¢ = py

3 4
‘A=(10,2,3)| 2 1 | =(46,60)
4 6
3 4
A=(9,3,4)[ 2 1 | =(49,63)
4 6
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Bedarfsmatrizen

500
Losung (2): Outputvektor x = ( 500 >

Gesamtkosten K; = (p; - A) - x = (46, 60)

Gesamtkosten K; = (p, - A) - x = (49, 63)

= 35000

= 37100
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Matrixalgebra

Inverse Matrizen
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Inverse Matrix

Das Losen von Gleichungen

Gleichung ax = c.
1
Wir suchen eine Zahl b = 3 sodassb-a=1und

ax=c = b(ax)=bc = (ba)x =bc = x = bc.
~—
=1

Matrixgleichung AX = C:
Wir suchen eine Matrix B mit der Eigenschaft BA = I, so dass

B(AX) = BC = (BA)X =BC = X = BC.

~—~—
=1
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Inverse Matrix
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Inverse Matrix

Wir stellen fest: AA~! = 1 und A~'A = 1. Mit anderen Worten: A ist regular.
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Inverse Matrix

Die Nullmatrix ist aber nicht die einzige Matrix ohne Inverse.
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Inverse Matrix

Lésung:

1 2 a1 a2 B 1 0 -
2 4 azi1 ax B 01 .

1 2 ann a2 \ ai +2a;1 a2 + 28
2 4 ax axn 2a11 +4axn 2812 +4axn
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Inverse Matrix

Wir erhalten durch Gleichsetzen ein lineares Gleichungssystem mit vier
Gleichungen und vier Unbekannten:

aixn + 2a» =1 a2 + 2ax; =
2a;7 + 4a1 = O 2a1p + 4daxn =1

Dieses Gleichungssystem ist allerdings unlésbar!

Ursache: Proportionale Spalten bzw. Zeilen!
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Inverse Matrix

Satz 7.35: Eindeutigkeitssatz

Wenn eine quadratische Matrix eine Inverse besitzt, dann auch nur eine. Die
Inverse einer quadratischen Matrix ist eindeutig bestimmt.

Berechnung der Inversen:

® Man kann mit einem Algorithmus die Inverse Matrix berechnen. Die
Inverse existiert (eindeutig), wenn die sogenannte Determinante der Matrix
ungleich Null ist.

® |n der Praxis Uberlasst man die Berechnung der Inversen einem
Computerprogramm.

® Besonders einfach ist das Invertieren einer 2 x 2 - Matrix.
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Inverse Matrix

Geometrische Interpretation der Determinante

Betrachte die Matrix

(1)

und die lllustration der beiden Spalten von A im nachfolgenden Bild
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Inverse Matrix

Die Determinante von A ist geometrisch die Flache des von den beiden

Spalten aufgespannten Parallelogramms.
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Inverse Matrix

Offenbar ist die Determinante genau dann gleich Null, wenn eine der beiden
Spalten von A ein Vielfaches der anderen Spalte ist:

dil di2 dail a2
A= =5
a1 a2 azi a2

Fren (1)

i i L
1 2 3

In diesem Fall heiBen die Vektoren (all,a21)T und (alz,azz)T linear abhangig.
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Inverse Matrix

Allgemein gilt: Die Determinante ist gleich der “Flache” des von den Spalten
von A aufgespannten “Hyperparallelogramms”.
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Inverse Matrix
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Inverse Matrix

Musteraufgabe 7.38 - Inverse einer 2 x 2 - Matrix

I , Al=?
3 28

Losung: Zuerst die Determinante detA=1-28-9-3=1.
Nun: Hauptdiagonale vertauschen,

Nebendiagonale Vorzeichen andern

RES 28 -9\ [ 28 -9
~ detA 3 1) \ -3 1
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Inverse Matrix

Musteraufgabe 7.39 - Inverse einer 2 x 2-Matrix

a—( ! ? , Al=?
3 4

Losung: Zuerst die DeterminantedetA=1-4—-2-3 = -2.
Nun: Hauptdiagonale vertauschen,

Nebendiagonale Vorzeichen andern

T a 2\ 1 4 -2\ [ -2
TdetA \ =3 1) 2\ -3 1/ \ 302

~1/2
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Inverse Matrix

Das Losen von Matrixgleichungen
Die einfachste Matrixgleichung ist ein lineares Gleichungssystem, also eine

Gleichung der Form Ax = b, wobei

dilx di2 ... Aain
X1 by
dpy1 dz2 ... dzp
A= . . . . , X = ) b=
Xn bn
dnl1 dan2 ... dpn

Ausgeschrieben bedeutet dies somit:

aiixy + awxa +---+ awmxXn = b
aix1 + axxXa 44+ amxXn = by

aniX1 + amXa +---+ amxpn = by

2023-W  Mathematik - 5 - Matrixalgebra 76/106



Inverse Matrix

Wenn A invertierbar ist, dann kann man die Gleichung von links mit der
Inversen A~! multiplizieren und erhilt so die eindeutige Lésung der
Gleichung:

Ax = b |- A~ von links!
Al.A.x = A
I-x = A'b
x = A'b

x ist die einzige Lésung, denn die Inverse A~! ist eindeutig bestimmt.
Beachten Sie bitte, dass wir in dieser Matrixgleichung ausdriicklich verlangen,
dass A eine quadratische Matrix ist. Das bedeutet, dass das
Gleichungssystem Ax = b genauso viele Gleichungen wie Unbekannte haben
muss.
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Inverse Matrix

Musteraufgabe 7.41
Lose die Matrixgleichung XA = B.

Losung:
9 X-A=B |- A!von rechts!

X-A-Al=B.A!
X-1=B-A!
X=B-A!

Bemerkung: Hatten wirin der Gleichung X - A = B von links mit der Inversen
A~! multipliziert, so wére das keine Hilfe gewesen, denn

X-A=B |-A"!vonlinks
Al X-A=A'.B
Aber A~1 . X - A # X, denn das Produkt ist nicht kommutativ.
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Inverse Matrix

Musteraufgabe 7.43
Lose die Matrixgleichung AX + BX = B.

Losung:

A-X+B-X=B } X nach rechts herausheben!
(A+B)-X=B | -(A+B)*vonlinks
(A+B)"'.-(A+B)-X=(A+B)'-B
I-'X=(A+B) ' B
X=(A+B)* B

2023-W  Mathematik - 5 - Matrixalgebra 79/106



Inverse Matrix
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Inverse Matrix

Losung: Die Gleichung wird zunachst umgeformt.
XA+B=X+C
XA—-XI=C-B
X(A-1)=C-B

Die letzte Gleichung wird nun von rechts mit (A — 1)~ multipliziert:

XA-DA-D)t=(c-B)A-D"!
— X=(C-B)(A-I)"
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Inverse Matrix

Lésung: Jetzt die numerische Rechnung X = (C — B)(A — 1)1

o ()5 ) )
s (20)(39)(2 )
(A—Dl:—;(gi)
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Inverse Matrix

Damit erhalten wir:

x:(c—B)(A_l)lz—;<_1§ _? ) <(2) i)

~1( 18 18\ (-9 -9
2\ 2 4 ) \ 1 2
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Matrixalgebra

Lineare Gleichungssysteme

2023-W  Mathematik - 5 - Matrixalgebra 84/106



Lineare Gleichungssysteme

Schreibweisen
Ein allgemeines lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n

Unbekannten hat die Gestalt:

aixy + awxa +---+ awmXn = b
axnxi + axXa +--+ amxn = by
amX1 + amXz +--+ amnXn = bm
Koeffizientenmatrix Gleichungsmatrix
ail aip . din ail adip . din bl
a ax ... azx a1 axp ... axpx| b

ami am2 ... @mn ami am2 ... amn | bm
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Lineare Gleichungssysteme

Matrixnotation

A -x=Db mit
a1l a2 din
X1 bl
doi dy2 ... d2n
A= , X= , b=
Xn bm
aml amz PR amn
Losbarkeit

Ein lineares Gleichungssystem kann unlésbar sein, genau eine Léosung
besitzen oder unendlich viele Losungen haben.

Im Folgenden beschranken wir uns auf Falle mit genau einer (eindeutigen)
Losung.
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Lineare Gleichungssysteme

Eindeutige Losung

Ein Gleichungssystem ist genau dann eindeutig losbar, wenn m = n (genauso
viele Gleichungen wie Unbekannte) und die Koeffizientenmatrix invertierbar
ist. Die Koeffizientenmatrix ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0.

Dann:

x=A"1b
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Lineare Gleichungssysteme

Beispiel
X1 + 9%, = 1

3Xx1 + 28xy; =
Lésung: In Matrixnotation A - x = b mit
1 9 x1\ [ 1
3 28 x2 ]\ 2

Das Gleichungssystem ist eindeutig losbar, weil det(A) =1-28 -3-9=1# 0.
Die Lésung mit Hilfe der inversen Matrix A~! (siehe Musteraufgabe 7.38) lautet:

)= (2 ) (3)-(%)
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Lineare Gleichungssysteme

Das Gleichungssystem kann aber auch ohne die Berechnung der Inversen
geldst werden, z.B. durch

® das Eliminationsverfahren,
® die Choleskyzerlegung bei symmetrischen, positiv definiten Matrizen,
e oder allgemeiner mit Hilfe der QR-Zerlegung.
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Lineare Gleichungssysteme: Eliminationsverfahren
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Lineare Gleichungssysteme: Eliminationsverfahren

Beispiel: 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten

Erlaubte Vereinfachungsschritte - ausfihrliche Schreibweise

Z]_ . X1 — X2 — X3 =
l: Zo | 2x1 — 3x2 + X3 =
Z3 X1 + X2 — 2X3 =

Wir eliminieren zuerst x; aus den Gleichungen Z, und Zs:

Zy 24 = 2o —22Z;
Z3s —~2Zs = Z3—27
Z]_ X1 — X — X3 =
Il Zy — X2 + 3x3 =

Zs 2X> — X3 =

1
10
0
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Lineare Gleichungssysteme: Eliminationsverfahren

Nach dem 1. Eliminationszyklus hat das Gleichungssystem diese Gestalt:

Z]_ X1 — X2 — X3 = 1
Il Zy — X2 + 3x3 =
Z5 : 2Xy; — x3 = -1

Wir kimmern uns nun um x> und:
® sorgen daflr, dass x> in der Gleichung Z, den Koeffizienten 1 erhalt,

® und aus den Gleichungen Z; und Zs eliminiert wird.

Zs —>ZG = (—1) -Za
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Lineare Gleichungssysteme: Eliminationsverfahren

Z]_ X1 —X2 — X3 = 1
nW:{ Ze - X, — 3x3 = -8
Zs 2X2 — x3 = -1

Wir eliminieren nun x, aus den Gleichungen Z; und Zs:

Z1—~2Z7 = Z1+Zs

Zs —-Zg = Zs—2Zg

Z7 X1 — 4X3 = -7
I - Zs X — 3x3 = -8

Zg 5x3 = 15
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Lineare Gleichungssysteme: Eliminationsverfahren

Nach dem 2. Eliminationszyklus hat das Gleichungssystem diese Gestalt:

Z7 X1 — 4X3 = -7
1 - Zs X — 3x3 = -8
Zg : 5x3 = 15

Wir kimmern uns nun um x3 und:
® sorgen daflr, dass x3 in der Gleichung Zg den Koeffizienten 1 erhalt,
® und aus den Gleichungen Zg und Z7 eliminiert wird.

Zg — Zg 2223/5

2023-W  Mathematik - 5 - Matrixalgebra

94/106



Lineare Gleichungssysteme: Eliminationsverfahren

Z7 X1 —4X3 = -7
m:< zs - X —3x3 = -8
Zy X3 = 3

Wir eliminieren nun x3 aus den Gleichungen Zg und Z7:

Z7 — Z1o Z7 + 429

Z6 —>Z]_1 = Zﬁ+329

Zip X1 =

1V : Z11 X2 =

Zg : X3 =
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Lineare Gleichungssysteme: Eliminationsverfahren
Die einzige Losung des Gleichungssystems lautet daher:
X1

X1=5 x=1, x3=3 & X2 =
X3
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Lineare Gleichungssysteme: Eliminationsverfahren

Eliminationsverfahren - Matrixschreibweise

X1 — X — X3 = 1 1 -1 -1 1

I 2x1 — 3x» + x3 = 10 — 2 -3 1|10
X1 + X — 2x3 = 0 1 1 -2, 0

X1 — X2 — X3 = 1 1 -1 -1 1

1 — X2 + 3x3 = 8 — 0 -1 3 8

2X2 — x3 = -1 0 2 —-1]-1

2023-W  Mathematik - 5 - Matrixalgebra 97/106



Lineare Gleichungssysteme: Eliminationsverfahren

Eliminationsverfahren - Matrixschreibweise

x1 — 4x3 = -7 10 4|7

n x2 — 36 = -8 — | o013 -8
5x3 = 15 0 0 5|15

X1 - 1 0 05

v X2 =1 —~ | of1o1
X3 = 0 013

2023-W  Mathematik - 5 - Matrixalgebra 98/106



Lineare Gleichungssysteme: Eliminationsverfahren

Definition 6.8: Strategie des Eliminationsverfahrens

Durch erlaubte Vereinfachungsschritte wird das Gleichungssystem auf eine
Skelettform (oder auch kanonische Form) gebracht.

Eine Skelettform ist charakterisiert durch:

® Das erste von Null verschiedene Element jeder Zeile ist eine 1. Alle anderen
Elemente in der Spalte dieser 1 sind Null. Eine Spalte dieser Gestalt nennt
man Treppenstufe.

® Diese fUhrende 1 steht strikt rechts von der fiuhrenden 1 der Zeile darlber.
® Eine Zeile kann auch aus lauter Nullen bestehen.

® Die Unbekannten des Gleichungssystems, die in der Skelettform zu
Treppenstufen gehdéren, nennt man Basisvariable, alle anderen Variable
Nichtbasisvariable.
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Lineare Gleichungssysteme: Eliminationsverfahren

Bemerkungen:

® Anhand der Skelettform kann man ablesen, ob ein Gleichungssystem l6sbar
ist und ob die Lésung eindeutig ist.

® Bei eindeutiger Losbarkeit ist die Koeffizientenmatrix die Einheitsmatrix
(d.h. alle Variablen sind Basisvariablen).
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Lineare Gleichungssysteme: Flugbahn

Beispiel: Flugbahn einer Kugel
Die Flugbahn einer Kugel beim Kugelstoen kann annahernd durch eine
quadratische Funktion beschrieben werden

y = b1 + byx + b3x?,

wobei
X zuruckgelegte Meter der Kugel,

y Hohe der Kugel in Metern,
b1, by, bz Parameter der Kugelbahn.

Wenn wir drei Punkte auf der Flugbahn genau kennen, kénnen wir die Parameter
b1, b>, b3 bestimmen:

xi| 0 | 6 | 12
yi | 2.0|6.2]6.8
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Lineare Gleichungssysteme:

Flugbahn

8 10 12 14 16 18 20 22 o
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Lineare Gleichungssysteme: Flugbahn

Wir bestimmen zunachst die Parameter b1, by, b3 der Flugbahn. Fur

y =b1+ byx+ b3x2

mit den genauen Werten

xi| O 6 12
yi| 20| 6.2 | 6.8
erhalten wir das lineare Gleichungssystem
by
by + 6by + 36bs

by + 12by + 144b3

welches wir nun mit dem Eliminationsverfahren losen.

% RN
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Lineare Gleichungssysteme: Flugbahn

b1 = 2 0 0| 2

I : by + 6b; + 36b3 = 3 —| 1 6 36|%
b1 + 12b, + 144b3 = % 1 12 144 |3

b1 = 2 1 0 o 2

I : 6b, + 36b; = 2 —|[ 0 6 362
12b, + 144b; = 2 0 12 144 | 2

by = 2 1 0 02

i b, + 6b3 = & — [0 1 6%
24

12b, + 144b; = % 0 12 144 | 2
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Lineare Gleichungssysteme: Flugbahn

b = 2 0 o] 2

IV b, + 63 = L —| 01 6| I
72b; = -8 0 0 72|-1

by 2 1 0 of 2

v b, + 6bs = & —|olle6| I
{ bs — 0 0 1|—5

b1 2

VI : b, = 1 —
i
20
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Lineare Gleichungssysteme: Flugbahn

Somit ergibt sich die Flughéhe y nach x Metern als
y=2+x—0.05-x?

Beix = 16istalsoy =2+ 16 — 0.05 - 162 = 5.2.

Beix = 20 istalsoy = 2 + 20 — 0.05 - 202 = 2.0.

Die Flugweite der Kugel ist dann jener Punkt x, bei dem Kugel am Boden
auftrifft, d.h. also eine Flughéhe von y = 0 hat. Die (positive) Nullstelle der
zughdrigen quadratischen Gleichung ist

1
=24+x—=x* = 0
Y=t X" 50

x = 10+ v140 =~ 21.83.

Der KugelstoRB wird also etwa eine Weite von 21.83 Metern erreichen.
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